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Teil 1

Notation

Sei ||α|| :=maxσ|σα|, also das Maximum der Absolutbeträge der Konjugierten von α

Definition: E-Funktion

Sei K ein Zahlkörper. Eine Funktion, die sich als Potenzreihe

f(z) =
∞∑
n=0

αn
zn

n!
;αn ∈ K

darstellen läßt und die folgenden Bedingungen erfüllt, heißt E − Funktion:
E1: Es gibt eine Konstante c, so daß ||αn|| ≤ cn
E2: Es gibt eine Folge (dn), dn ∈ N, so daß dn ein Nenner für alle αk, (k = 0, ..., n) ist und

es gilt
dn ≤ cn

Definition: algebraisch unabhängig

Sei K eine Körpererweiterung von Q. Eine Menge von Elementen a1, ..., an heißt algebraisch
unabhängig, wenn es kein Polynom P (a1, ..., an) mit Koeffizienten, nicht alle gleich Null, aus K
gibt, so daß P (a1, ..., an) = 0

Satz von Lindemann

Seien α1, ..., αs linear unabhängig über den rationalen Zahlen und algebraisch. Dann sind
eα1 , ..., eαs algebraisch unabhängig.

Definitionen

Sei im folgenden:
K =Q(α1, ..., αs), also die kleinste Körpererweiterung, die Q und die αi’s enthält.
Seien β1, ..., βm paarweise verschiedene Elemente von K und ungleich Null.
Seien Ej , (j = 1, ...,m) die m E-Funktionen Ej(z) = eβjz

Sei IK der Ring der ganzalgebraischen Zahlen in K
Sei F1(z) = P1(z)eβ1z + ... + Pm(z)eβmz mit Polynomen P1, ..., Pm, die Koeffizienten in IK

haben und nicht alle gleich Null sind
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Lemma 1

Zu einem gegebenen n ∈ N findet man Polynome Pj ∈ IK [z], die nicht alle Null sind, so daß
(i) deg Pj < 2n und ||Pj || ≤ cnn2n

(ii) die Funktion F1 hat eine Nullstelle der Ordnung ≥ (2m− 1)n an der Stelle Null
(iii) Wenn F1 dargestellt wird als

F1(z) =
∞∑
ν=0

aν
zν

ν!

dann gilt |aν | ≤ cνcnn2n

Siegelsches Lemma (verallgemeinert)

Sei K ein Zahlkörper. Sei

α11x1 + ...+ α1nxn = 0
...

αr1x1 + ...+ αrnxn = 0

ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten in K und sei n > r. Sei A eine Zahl, für die
gilt: ||αij || ≤ A für alle i, j. Sei di(i = 1, ..., r) ein gemeinsamer Nenner der Koeffizienten der
i-ten Gleichung und sei d =maxdi.

Dann gibt es eine nicht triviale Lösung X in IK , so daß ||X|| ≤ C1(C2ndA)r/(n−r) + C1

wobei C1, C2 Konstanten sind, die von K abhängen

Lemma 2

Sei Fk+1 = DkF1. Schreibe Fk = Pk1E1 + ...+ PkmEm mit Polynomen Pkj .
Dann ist der Rang der Matrix (Pkj), (k, j = 1, ...,m) gleich m

Lemma 3

Für irgendein ξ ∈ C, ξ 6= 0, gilt: die Matrix (Pkj(ξ)), (k = 1, ...,m + n; j = 1, ...,m) hat den
Rang m

Lemma 4

Sei α ∈ K,α 6= 0. Sei k ≤ m+ n. Wenn n ≥ c2(α), dann gilt
|Fk(α)| ≤ cn3n3nn−(2m−2)n

||Pkj(α)|| ≤ cn3n3n und den(Pkj(α)) ≤ cn3
wobei den(Pkj(α)) der kleinste gemeinsame Nenner der Pkj(α) ist.

Definition: ≺

Gilt für zwei Potenzreihen A =
∑
anx

n, B =
∑
bnx

n, daß |an| ≤ bn, dann schreibt man A ≺ B
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Definition: Rang

Seien a1, ..., am komplexe Zahlen. Wir sagen, daß sie den Rang r bezüglich des algebraischen
Körpers K haben, wenn sie genau m− r homogenen linearen Gleichungen

λk1a1 + ...+ λkmam = 0, (k = 1, ...,m− r)
mit λkj ∈ K genügen.

Lemma 5

Der Rang von E1(α), ..., Em(α) über K ist ≥ m/2[K :Q]

Definition: höhe

höhe(α) :=max (log d, log |σα|)
wobei d der kleinste Nenner für α ist und σ über alle Einbettungen von K nach C läuft

Teil 2

Shidlovskysches Lemma

Sei Y = t(y1, ..., ym), mit y1, ..., ym Potenzreihen, die über K(z) linear unabhängig sind und
Lösung einer linearen Differentialgleichung Y ′ = QY sind, wobei Q eine Matrix von rationalen
Funktionen ist. Seien P1, ..., Pm Polynome in K[z] und sei F1 = P1y1 + ...+ Pmym.

Sei T das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der Qij und sei Fk = TDFk−1 =
Pk1y1 + ...+ Pkmym.

Sei r der Rang der Matrix (Pkj), (k, j = 1, ...,m) und r < m. Dann gilt

ord0F1 ≤ r(max deg Pj) + c0

wobei c0 positiv ist und nur von y1, ..., ym und Q, nicht aber von den Pj abhängt.

Lemma 2.1

Seien ϕ1, ..., ϕn Potenzreihen in K [[z]] und sei d ∈ N. Seien P1, ..., Pn Polynome in K[z] mit
Grad ≤ d. Dann gibt es ein N ∈ N, so daß entweder F = P1ϕ1 + ...+Pnϕn gleich Null ist, oder
ord0F ≤ N .

Lemma 2.2

Seien V,W Vektorräume, die aus Potenzreihen bestehen und endlich dimensional über K sind.
Seien ϕ ∈ V, ψ ∈W ; ϕ,ψ 6= 0, so daß ϕ/ψ eine rationale Funktion ist.
Dann gibt es ein N ∈ N, für das gilt

deg ϕ/ψ ≤ N .
Dabei ist deg(ϕ/ψ) =max(deg ϕ, deg ψ).



4

Lemma 2.3

Seien ϕ1, ..., ϕm Potenzreihen, linear unabhängig über K. Dann ist die Wronski-Determinante

W (ϕ1, ..., ϕm) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2 . . . ϕm
ϕ′1 ϕ′2 . . . ϕ′m
...

...
...

ϕ
(m−1)
1 ϕ

(m−1)
2 . . . ϕ

(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nicht Null.

Korollar zu 2.3

Sei m > r und seien ϕ1, ..., ϕm Lösungen in K [[z]] der Differentialgleichung
ψrD

ry + ψr−1D
r−1y + ...+ ψ0y = 0,

wobei ψ0, ..., ψr ∈ K [[z]] und ψr 6= 0. Dann sind ϕ1, ..., ϕm linear abhängig über K.

Lemma 2.4

Sei die Matrix Q gegeben. Seien P1, ..., Pm Polynome, so daß r der Rang der Matrix (Pkj) ist und
r < m gilt. Schreibe (Pkj) durch Vertauschung von Spalten als (PI , PII), wobei PI eine nicht-
singuläre r×r Matrix und PII eine r×(m−r) Matrix ist, also (nach eventueller Umindizierung): P11 . . . P1m

...
...

Pr1 . . . Prm

 =

 P11 . . . P1r P1,r+1 . . . P1m
...

...
...

...
Pr1 . . . Prr Pr,r+1 . . . Prm


Dann gibt es ein N ∈ N und eine Matrix A rationaler Funktionen, so daß PII = PIA, wobei

die Grade der rationalen Funktionen in A ≤ N sind.

Teil 3

Satz von Siegel-Shidlovsky

Seien f1, ..., fs E-Funktionen, algebraisch unabhängig über K(z), die Lösung einer linearen Dif-
ferentialgleichung X ′ = Q∗X sind, wobei X = t(X1, ..., Xs) und Q∗ = (Q∗ij), (i, j = 1, ...s) eine
Matrix rationaler Funktionen in K(z) über dem Zahlkörper K sind. Sei α ∈ K,α 6= 0 und
verschieden von den Polen der Q∗ij . Dann sind f1(α), ..., fs(α) algebraisch unabhängig.

Lemma 1

Seien E1, ..., Em linear unabhängige E-Funktionen mit Koeffizienten in K, und sei n ∈ N. Dann
gibt es Polynome P1, ..., Pm ∈ IK [z], nicht alle Null, so daß gilt:

(i) deg Pj < 2n und ||Pj || ≤ cnn2n

(ii) Die Funktion F1 = P1E1 + ...+ PmEm =
∑∞
ν=0 aν

zν

ν! hat eine Nullstelle der
Ordnung ≥ (2m− 1)n an der Stelle Null.
(iii) Für die aν aus (ii) gilt: |aν | ≤ cνcnn2n.
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Lemma 2

Seien Ej , Pj , F1 wie in Lemma 1, wobei (E1, ..., Em) Lösung einer linearen Differentialgleichung
Y ′ = QY ist (Q = (Qij) wieder Matrix rationaler Funktionen in K(z)).

Definiere induktiv Fk = TDFk−1 = Pk1E1+...+PkmEm mit Polynomen Pkj , wobei T ∈ IK [z]
das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der Qij ist. Sei n ∈ N mit n > c′0, wobei c′0 nur
von den Ej und von Q abhängt. Dann ist der Rang der Matrix (Pkj), (k, j = 1, ...,m), gleich m.

Lemma 3

Sei ξ ∈ C, ξ 6= 0 und keine Nullstelle von T , dann hat die Matrix

(Pkj(ξ)) (k = 1, ..., n+ c5; j = 1, ...,m)

den Rang m.

Lemma 4

Sei α ∈ K,α 6= 0 und keine Nullstelle von T . Sei k ≤ n+ c5 und sei n ≥ c6. Dann gilt:

|Fk(α)| ≤ cn7n3nn−(2m−2)n

||Pkj(α)|| ≤ cn8n3n und den(Pkj(α)) ≤ cn8

Lemma 5

Der Rang von E1(α), ..., Em(α) über K ist ≥ m/2[K :Q]
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