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Satz von Siegel-Shidlovsky

Teil 1
Notation
Sei ||a|| :=max,|oal, also das Maximum der Absolutbetrige der Konjugierten von «

Definition: E-Funktion

Sei K ein Zahlkorper. Eine Funktion, die sich als Potenzreihe
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darstellen 148t und die folgenden Bedingungen erfiillt, heifit £ — Funktion:

E1l: Es gibt eine Konstante ¢, so daf ||a,|| < ¢

E2: Es gibt eine Folge (dy,), d,, € N, so daB d,, ein Nenner fiir alle ag, (k = 0, ...,n) ist und
es gilt

d, <c"

Definition: algebraisch unabhingig

Sei K eine Korpererweiterung von Q. Eine Menge von Elementen ayq, ..., a, heifit algebraisch
unabhiingig, wenn es kein Polynom P(ayq, ..., a,) mit Koeffizienten, nicht alle gleich Null, aus K
gibt, so da P(ay,...,an) =0

Satz von Lindemann

Seien «j,...,as linear unabhéngig iiber den rationalen Zahlen und algebraisch. Dann sind
el ..., e% algebraisch unabhéngig.

Definitionen

Sei im folgenden:

K =Q(ai, ..., as), also die kleinste Korpererweiterung, die Q und die «;’s enthélt.

Seien (31, ..., B, paarweise verschiedene Elemente von K und ungleich Null.

Seien Ej, (j = 1,...,m) die m E-Funktionen Ej;(z) = %~

Sei Ik der Ring der ganzalgebraischen Zahlen in K

Sei F1(z) = Pi(2)e®* 4 ... + Pp(2)e%n* mit Polynomen Py, ..., P,,, die Koeffizienten in If
haben und nicht alle gleich Null sind



Lemma 1

Zu einem gegebenen n € N findet man Polynome P; € Ik|z], die nicht alle Null sind, so da8
(i) deg Pj < 2n und || Pj|| < ¢"n?"
(ii) die Funktion Fj hat eine Nullstelle der Ordnung > (2m — 1)n an der Stelle Null
(iii) Wenn F dargestellt wird als

00 7
Fi(z2) = Z a,,;
v=0 :

dann gilt |a,| < ¢/c"n?"

Siegelsches Lemma (verallgemeinert)

Sei K ein Zahlkorper. Sei
anzi + ..+ apr, = 0

apx1+ ... +ommr, = 0

ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten in K und sei n > r. Sei A eine Zahl, fiir die
gilt: |ay;]| < A fiir alle 4,5. Sei d;(i = 1,...,7) ein gemeinsamer Nenner der Koeffizienten der
i-ten Gleichung und sei d =maxd;.

Dann gibt es eine nicht triviale Losung X in Ig, so daB || X|| < C1(CondA)™/ =) + ¢y

wobei C7,Cy Konstanten sind, die von K abhéngen

Lemma 2
Sei Fyy1 = DFFy. Schreibe Fj, = Py Ey + ... + Piyp Eyn mit Polynomen By;.
Dann ist der Rang der Matrix (Py;), (k,j = 1,...,m) gleich m
Lemma 3
Fiir irgendein ¢ € C, £ # 0, gilt: die Matrix (Py;(§)),(k = 1,....,m +n;j = 1,...,m) hat den
Rang m
Lemma 4

Sei a € K,ax # 0. Sei k < m + n. Wenn n > cz(a), dann gilt
|Fk(()é)| < C§n3nn—(2m—2)n
1Pej(a)]| < chn® und den(Py(a)) < ¢
wobei den(Py;(«)) der kleinste gemeinsame Nenner der Py;(a) ist.

Definition: <

Gilt fiir zwei Potenzreihen A = >~ a,2™, B = > b,2", dafl |ay| < by, dann schreibt man A < B



Definition: Rang

Seien ayq, ..., a,, komplexe Zahlen. Wir sagen, dafl sie den Rang r beziiglich des algebraischen
Korpers K haben, wenn sie genau m — r homogenen linearen Gleichungen

Ap1a1 + oo + Aemam =0, (/{ =1,...m— 7“)

mit \;; € K geniigen.

Lemma 5

Der Rang von Ej(a), ..., En(a) iber K ist > m/2[K :Q)]

Definition: hohe

hohe(a) :=max (log d, log |oa])
wobei d der kleinste Nenner fiir « ist und o iiber alle Einbettungen von K nach C lauft

Teil 2

Shidlovskysches Lemma

Sei Y = Y(y1,....Ym), mit y1, ...,y Potenzreihen, die iiber K(z) linear unabhingig sind und
Losung einer linearen Differentialgleichung Y/ = QY sind, wobei ) eine Matrix von rationalen
Funktionen ist. Seien P, ..., P, Polynome in K[z] und sei Fi = Piy1 + ... + Pnym.-

Sei T' das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der (;; und sei Fj, = TDFj,_; =
Priyr + - + BPemYm-

Sei r der Rang der Matrix (Py;), (k,j = 1,...,m) und r < m. Dann gilt

ordoFy < r(max deg Pj) + ¢

wobei ¢y positiv ist und nur von yi, ..., ¥, und @, nicht aber von den P; abhéngt.

Lemma 2.1

Seien @1, ..., ¢, Potenzreihen in K [[2]] und sei d € N. Seien P, ..., P, Polynome in KJ[z] mit
Grad < d. Dann gibt es ein N € N, so dafl entweder F' = Py + ... + Py, gleich Null ist, oder
ordgF' < N.

Lemma 2.2

Seien V, W Vektorrdume, die aus Potenzreihen bestehen und endlich dimensional iiber K sind.
Seien p € V¢ € W5 o, 1 # 0, so dafl ¢/ eine rationale Funktion ist.
Dann gibt es ein NV € N, fiir das gilt

deg /¢ < N.
Dabei ist deg(¢/v) =max(deg ¢, deg ).



Lemma 2.3

Seien @1, ..., @, Potenzreihen, linear unabhéngig {iber K. Dann ist die Wronski-Determinante
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nicht Null.

Korollar zu 2.3

Sei m > r und seien ¢, ..., p, Losungen in K [[z]] der Differentialgleichung
D"y + 1 D"y 4 4 thoy = 0,
wobei vy, ..., ¢, € K [[z]] und %, # 0. Dann sind ¢, ..., o, linear abhéngig iiber K.

Lemma 2.4

Sei die Matrix @) gegeben. Seien P, ..., P, Polynome, so daf8 r der Rang der Matrix (Py;) ist und
r < m gilt. Schreibe (Py;) durch Vertauschung von Spalten als (Pr, Prr), wobei Py eine nicht-
singulére r x r Matrix und Pj; eine r x (m —r) Matrix ist, also (nach eventueller Umindizierung):

Pyo... le P Plr PLT-H le

P ... P Pi ... Pw Pops1 ... P

Dann gibt es ein N € N und eine Matrix A rationaler Funktionen, so dafl P;; = PrA, wobei
die Grade der rationalen Funktionen in A < N sind.

Teil 3

Satz von Siegel-Shidlovsky

Seien f1, ..., fs E-Funktionen, algebraisch unabhéngig iiber K(z), die Losung einer linearen Dif-
ferentialgleichung X’ = Q*X sind, wobei X = "(Xy,..., X5) und Q* = (Qj;), (i,5 = 1,...s) eine
Matrix rationaler Funktionen in K(z) iiber dem Zahlkorper K sind. Sei o € K, # 0 und
verschieden von den Polen der @j;. Dann sind fi(a), ..., fs(«) algebraisch unabhéngig.

Lemma 1

Seien Fjy, ..., B, linear unabhingige E-Funktionen mit Koeffizienten in K, und sei n € N. Dann
gibt es Polynome P4, ..., P, € Ix[z], nicht alle Null, so da8 gilt:

(i) deg P; < 2n und || || < "n?"

(ii) Die Funktion Fy = PiEy + ... + P Ep = 302 a, 7 hat eine Nullstelle der

Ordnung > (2m — 1)n an der Stelle Null.

(iii) Fiir die a, aus (ii) gilt: |a,| < c"n?".



Lemma 2

Seien Ej, P;, F1 wie in Lemma 1, wobei (E1, ..., Ep,) Losung einer linearen Differentialgleichung
Y’ = QY ist (Q = (Qi;) wieder Matrix rationaler Funktionen in K(z)).

Definiere induktiv Fj, = TDFj,_1 = Py E1+...+ Py By, mit Polynomen Py, wobeil T' € Ik (2]
das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der @;; ist. Sei n € N mit n > ¢, wobei ¢, nur
von den E; und von @) abhingt. Dann ist der Rang der Matrix (Py;), (k,j = 1,...,m), gleich m.

Lemma 3
Sei £ € C, £ # 0 und keine Nullstelle von T', dann hat die Matrix
(Pi(€)  (k=1..n+ej=1,...m)
den Rang m.

Lemma 4

Sei a € K, # 0 und keine Nullstelle von T'. Sei £ < n + ¢5 und sei n > ¢g. Dann gilt:
‘Fk(@)’ < C?n3nn—(2m—2)n
|| Prj(a)]] < cgn3" und den(Pyj(a)) < cg

Lemma 5

Der Rang von Ej(a), ..., En(a) iber K ist > m/2[K :Q)]
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